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行列式

n阶行列式的定义

行列式

由n2个数aij(i , j = 1, 2, . . . , n)组成的n阶行行行列列列式式式

D =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
...

an1 an2 . . . ann

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ (简记作|aij |n1)

是一个算式，当n = 1时，定义D = |a11| = a11。 当n ≥ 2时，定
义

D = a11A11 + a12A12 + . . .+ a1nA1n =
n∑︁

j=1

a1jA1j

其中A1j = (−1)1+jM1j。
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n阶行列式的定义

余子式 代数余子式

M1j是D中去掉第1行第j列全部元素后，按原顺序排成的n − 1阶
行列式，即

M1j =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
a21 . . . a2j−1 a2j+1 . . . a2n
a21 . . . a3j−1 a3j+1 . . . a3n
...

...
...

...
an1 . . . anj−1 anj+1 . . . ann

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ (j = 1, 2, . . . , n)

并称M1j为元素a1j的余余余子子子式式式，A1j为元素a1j的代代代数数数余余余子子子式式式。
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n阶行列式的定义

主对角线 主对角元 副对角线

a11, a22, . . . , ann所在的对角线称为行列式的主主主对对对角角角线线线。
相应地a11, a22, . . . , ann称为主主主对对对角角角元元元。
另一条对角线称为行列式的副副副对对对角角角线线线。

展开式

由定义可见，行列式这个算式是由其n2个元素aij构成的n次齐次
多项式（称作展展展开开开式式式）。
n阶行列式的展开式共有n!项，带正号的项和带负号的项各占一
半（n > 1）。
当第一行元素为x1, x2, . . . , xn时，n阶行列式是x1, x2, . . . , xn的一
次齐次多项式。
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n阶行列式的定义

将矩阵A的行列式的展开式的每一项都提取出来，可以得到
另一种定义方法：

det(A) =
∑︁
𝜎

(−1)s(𝜎)
n∏︁

i=1

Ai𝜎(i)

其中𝜎表示一个1 ∼ n的排列，s(𝜎)表示排列𝜎的逆序对数
量。
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行列式

n阶行列式的定义

例1

证明n阶下三角行列式（当i < j时，aij = 0，即主对角线以上元
素全为0）

Dn =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
a11 0 . . . 0
a21 a22 . . . 0
...

...
. . .

...
an1 an2 an3 ann

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ = a11a22 . . . ann

对n作数学归纳法，当n = 1时，结论成立。

Dn = (−1)1+1a11det(|aij |2n) = a11(a22a33 . . . ann)
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n阶行列式的定义
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n阶行列式的定义

例2

计算n阶行列式（副对角线以上元素全为0）

Dn =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
0 0 . . . 0 an
0 0 . . . an−1 *
...

... . .
. ...

...
0 a2 . . . * *
a1 * . . . * *

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

其中，ai ̸= 0，*表示元素为任意数。

利用行列式的定义，可得到

Dn = (−1)n−1anDn−1 = (−1)
n(n−1)

2 anan−1 . . . a2a1
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行列式

n阶行列式的定义

例2

计算n阶行列式（副对角线以上元素全为0）

Dn =

⃒⃒⃒⃒
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⃒⃒⃒
0 0 . . . 0 an
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...
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. ...

...
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⃒⃒⃒

其中，ai ̸= 0，*表示元素为任意数。

利用行列式的定义，可得到
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n阶行列式的性质

性质1

行列式的行与列（按原顺序）互换，其值不变，即⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
...

an1 an2 . . . ann

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
a11 a21 . . . an1
a12 a22 . . . an2
...

...
...

a1n a2n . . . ann

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

这个性质可用数学归纳法证明，由于证明的表述较繁琐，在
此略去。
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n阶行列式的性质

性质1

行列式的行与列（按原顺序）互换，其值不变，即⃒⃒⃒⃒
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⃒
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...

...
...

an1 an2 . . . ann
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⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
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...

...
...

a1n a2n . . . ann
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⃒⃒⃒⃒
⃒
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此略去。
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n阶行列式的性质

性质2

行列式对任一行按下式展开，其值相等，即

D = ai1Ai1 + ai2Ai2 + . . .+ ainAin =
n∑︁

j=1

aijAij

其中
Aij = (−1)i+jMij

Mij是D中去掉第i行第j列全部元素后按原顺序排成的n− 1阶行列
式，它称为aij的余余余子子子式式式，Aij称为aij的代代代数数数余余余子子子式式式。

证法与性质1的证明类似，也在此略去。
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n阶行列式的性质

性质3

（线性性质）有以下两条：

(i)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
a11 a12 . . . a1n
...

...
...

kai1 kai2 . . . kain
...

...
...

an1 an2 . . . ann

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = k

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
a11 a12 . . . a1n
...

...
...

ai1 ai2 . . . ain
...

...
...

an1 an2 . . . ann

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
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行列式

n阶行列式的性质

性质3

(ii)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

a11 a12 . . . a1n
...

...
...

ai1 + bi1 ai2 + bi2 . . . ain + bin
...

...
...

an1 an2 . . . ann

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
a11 a12 . . . a1n
...

...
...

ai1 ai2 . . . ain
...

...
...

an1 an2 . . . ann

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒+
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
a11 a12 . . . a1n
...

...
...

bi1 bi2 . . . bin
...

...
...

an1 an2 . . . ann

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
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行列式

n阶行列式的性质

利用性质2，将上式中等号左端的行列式按第i行展开，立即
可得等号右端的结果。

推论1

某行元素全为零的行列式其值为零。
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行列式

n阶行列式的性质

利用性质2，将上式中等号左端的行列式按第i行展开，立即
可得等号右端的结果。

推论1

某行元素全为零的行列式其值为零。
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n阶行列式的性质

性质4

行列式中两行对应元素全相等，其值为零。即
当ail = ajl(i ̸= j , l = 1, 2, . . . , n)时，有

D =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

a11 a12 . . . a1n
...

...
...

ai1 ai2 . . . ain
...

...
...

aj1 aj2 . . . ajn
...

...
...

an1 an2 . . . ann

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
= 0
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n阶行列式的性质

用数学归纳法证明。

对二阶行列式显然成立，假设结论对n − 1阶行列式成立，
在n阶的情况下，对第k(k ̸= i , j)行展开，则

D = ak1Ak1 + ak2Ak2 + . . .+ aknAkn =
n∑︁

l=1

aklAkl

由于余子式Mkl是n − 1阶行列式，且其中都有两行元素相
同，所以Akl = (−1)k+lMkl = 0，故D = 0。

推论2

行列式中两行对应元素成比例
（即ajl = kail , i ̸= j , l = 1, 2, . . . , n），其值为零。
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行列式

n阶行列式的性质
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行列式

n阶行列式的性质
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性质5

在行列式中，把某行各元素分别乘非零常数k，再加到另一行的
对应元素上，行列式的值不变，即⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

a11 a12 . . . a1n
...

...
...

ai1 ai2 . . . ain
...

...
...

aj1 aj2 . . . ajn
...

...
...

an1 an2 . . . ann

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

a11 a12 . . . a1n
...

...
...

ai1 ai2 . . . ain
...

...
...

kai1 + aj1 kai2 + aj2 . . . kain + ajn
...

...
...

an1 an2 . . . ann

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

利用性质3和推论2，可证明上式成立。
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行列式

n阶行列式的性质

性质5

在行列式中，把某行各元素分别乘非零常数k，再加到另一行的
对应元素上，行列式的值不变，即⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

a11 a12 . . . a1n
...

...
...

ai1 ai2 . . . ain
...

...
...

aj1 aj2 . . . ajn
...

...
...

an1 an2 . . . ann

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

a11 a12 . . . a1n
...

...
...

ai1 ai2 . . . ain
...

...
...

kai1 + aj1 kai2 + aj2 . . . kain + ajn
...

...
...

an1 an2 . . . ann

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

利用性质3和推论2，可证明上式成立。
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n阶行列式的性质

性质6

（反对称性质）行列式的两行对换，行列式的值反号，即⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

a11 a12 . . . a1n
...

...
...

ai1 ai2 . . . ain
...

...
...

aj1 aj2 . . . ajn
...

...
...

an1 an2 . . . ann

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
= −

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

a11 a12 . . . a1n
...

...
...

aj1 aj2 . . . ajn
...

...
...

ai1 ai2 . . . ain
...

...
...

an1 an2 . . . ann

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
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行列式

n阶行列式的性质

设A = a,B = b，进行如下操作：

B ← A+ B A = a B = a+ b
A← A− B A = −b B = a+ b
B ← A+ B A = −b B = a

这样即可完成交换操作，最后多出了−1的系数。

重复用性质5，然后在利用性质3，即可完成证明。
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行列式

n阶行列式的性质

设A = a,B = b，进行如下操作：
B ← A+ B A = a B = a+ b
A← A− B A = −b B = a+ b
B ← A+ B A = −b B = a

这样即可完成交换操作，最后多出了−1的系数。

重复用性质5，然后在利用性质3，即可完成证明。
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行列式

n阶行列式的性质

性质7

行列式某一行的元素乘另一行对应元素的代数余子式之和等于
零，即

n∑︁
k=1

aikAjk = 0 (i ̸= j)
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n阶行列式的性质

上式可以还原出一个第j行被第i行元素替换的行列式，即

n∑︁
k=1

aikAjk =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

a11 a12 . . . a1n
...

...
...

ai1 ai2 . . . ain
...

...
...

ai1 ai2 . . . ain
...

...
...

an1 an2 . . . ann

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

第i行

第j行

根据性质4，其值为零。
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行列式

n阶行列式的计算

SPOJ DETER3 Find The Determinant III

给出一个n × n的矩阵A，求|A| mod p。

n ≤ 200，|Ai ,j | ≤ 109，p ≤ 109。

根据行列式的性质，可以用类似高斯消元的方式将矩阵转化
为上三角矩阵，行列式即为主对角线元素的积。

消元的过程可以转化为类似欧几里德辗转相除的形式来完
成，这样就不需要用到乘法逆元。

复杂度O(n3 logA)。

http://www.spoj.com/problems/DETER3/


线性代数

行列式

n阶行列式的计算

SPOJ DETER3 Find The Determinant III

给出一个n × n的矩阵A，求|A| mod p。

n ≤ 200，|Ai ,j | ≤ 109，p ≤ 109。

根据行列式的性质，可以用类似高斯消元的方式将矩阵转化
为上三角矩阵，行列式即为主对角线元素的积。

消元的过程可以转化为类似欧几里德辗转相除的形式来完
成，这样就不需要用到乘法逆元。

复杂度O(n3 logA)。

http://www.spoj.com/problems/DETER3/


线性代数

行列式

n阶行列式的计算

SPOJ DETER3 Find The Determinant III

给出一个n × n的矩阵A，求|A| mod p。

n ≤ 200，|Ai ,j | ≤ 109，p ≤ 109。

根据行列式的性质，可以用类似高斯消元的方式将矩阵转化
为上三角矩阵，行列式即为主对角线元素的积。

消元的过程可以转化为类似欧几里德辗转相除的形式来完
成，这样就不需要用到乘法逆元。

复杂度O(n3 logA)。

http://www.spoj.com/problems/DETER3/


线性代数

行列式

n阶行列式的计算

SPOJ DETER3 Find The Determinant III

给出一个n × n的矩阵A，求|A| mod p。

n ≤ 200，|Ai ,j | ≤ 109，p ≤ 109。

根据行列式的性质，可以用类似高斯消元的方式将矩阵转化
为上三角矩阵，行列式即为主对角线元素的积。

消元的过程可以转化为类似欧几里德辗转相除的形式来完
成，这样就不需要用到乘法逆元。

复杂度O(n3 logA)。

http://www.spoj.com/problems/DETER3/


线性代数

行列式

n阶行列式的计算

Problem Seven

给定一张N个点M条边的有向无环图。
保证有恰好K个点入度为0，称之为源，K个点出度为0，称之为
汇，将源与汇的K个点分别标号为1 ∼ K。

从图中选出K条没有公共点的路径，每条路径经过一个源与一个
汇，不妨设从源i出发的边到达了汇Ti。
如果一组路径的数列T中逆序对个数是偶数，答案加1，否则答
案减1，求答案模质数p后的值。

N ≤ 600，M ≤ 105，p ≤ 1000000007。



线性代数

行列式

n阶行列式的计算

相交的情况并不影响答案。
i → x → Ti，j → x → Tj

i → x → Tj，j → x → Ti

这两种情况一定成对出现，且对答案的贡献正好抵消。

设Ai ,j为从第i个源到第j个汇的路径数，可以拓扑计算，答
案即为|A|。
复杂度O(KM + K 3)
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线性代数

行列式

n阶行列式的计算

范德蒙(Vandermonde)行列式

Vn =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

1 1 1 · · · 1
x1 x2 x3 · · · xn
x1

2 x2
2 x3

2 · · · xn
2

...
...

...
...

x1
n−1 x2

n−1 x3
n−1 · · · xn

n−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

∏︁
1≤j<i≤n

(xi − xj)

用数学归纳法证明，当n = 2时显然成立。
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线性代数

行列式

n阶行列式的计算

在Vn中，从第n行起，依次将前一行乘−x1加到后一行，得

Vn =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
1 1 1 · · · 1
0 x2 − x1 x3 − x1 · · · xn − x1
0 x2(x2 − x1) x3(x3 − x1) · · · xn(xn − x1)
...

...
...

...
0 x2

n−2(x2 − x1) x3
n−2(x3 − x1) · · · xn

n−2(xn − x1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

按第1列展开，并提取公因子，得

Vn = (x2−x1)(x3−x1) . . . (xn−x1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

1 1 · · · 1
x2 x3 · · · xn
x2

2 x3
2 · · · xn

2

...
...

...
x2

n−1 x3
n−1 · · · xn

n−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

上式右端的行列式是n − 1阶范德蒙行列式。

根据归纳结论得证。
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线性代数

行列式

克拉默法则

克拉默法则

设线性非齐次方程组

n∑︁
j=1

aijxj = bi (i = 1, 2, . . . , n)

其系数行列式

D =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
...

an1 an2 . . . ann

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

方程组有唯一解

xj =
Dj

D
(j = 1, 2, . . . , n)

其中Dj是用常数项b1, b2, . . . , bn替换D中第j列所成的行列式。



线性代数

行列式

克拉默法则

先证xj =
Dj

D是方程组的解，根据定义有

Dj =
n∑︁

k=1

bkAkj

其中Akj是系数行列式中元素akj的代数余子式。

将xj =
1
D

∑︀n
k=1 bkAkj代入方程中，得

n∑︁
j=1

aij

(︃
1

D

n∑︁
k=1

bkAkj

)︃
=

1

D

n∑︁
j=1

(︃
n∑︁

k=1

aijAkjbk

)︃

=
1

D

n∑︁
k=1

bk

⎛⎝ n∑︁
j=1

aijAkj

⎞⎠
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线性代数

行列式

克拉默法则

由性质4易得，当i ̸= k时

n∑︁
j=1

aijAkj = 0

即还原出的行列式中有两行元素相同。

所以

1

D

n∑︁
k=1

bk

⎛⎝ n∑︁
j=1

aijAkj

⎞⎠ =
1

D
bi

⎛⎝ n∑︁
j=1

aijAij

⎞⎠
=

1

D
biD = bi
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行列式

克拉默法则

再证解是唯一的，设c1, c2, . . . , cn是一组解，则

n∑︁
j=1

aijcj = bi (i = 1, 2, . . . , n)

在上面n个等式两端，分别依次乘A1j ,A2j , . . . ,Anj，然后再
把这n个等式两端相加，得

n∑︁
k=1

(︃
n∑︁

i=1

aikAij

)︃
ck =

n∑︁
i=1

biAij

Dcj = Dj

由此证明了c1, c2, . . . , cn如果是解，它们也必然分别等
于D1

D , D2
D , . . . , Dn

D ，于是方程组的解的唯一性得证。
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线性代数

矩阵

1 行列式

2 矩阵
矩阵的加法 数乘 乘法

矩阵的转置 对称矩阵
可逆矩阵的逆矩阵
矩阵的初等变换和初等矩
阵

3 参考资料



线性代数

矩阵

矩阵的加法 数乘 乘法

矩阵的加法

设C = A+ B，那么Cij = Aij + Bij。

矩阵的数乘

设C = kA，那么Cij = kAij。

矩阵的乘法

A是一个m × n的矩阵，
B是一个n × s的矩阵，
C = AB是一个m × s的矩阵，那么

Cij =
n∑︁

k=1

AikBkj



线性代数

矩阵

矩阵的加法 数乘 乘法

结论1

矩阵的乘法不满足交换律。

在定义中，若m ̸= s那么BA不可乘。

矩阵乘法不满足交换律，并不代表对于任意矩阵A,B均
有AB ̸= BA。

例如，若

A =

(︂
2 0
0 2

)︂
B =

(︂
a b
c d

)︂

AB = BA =

(︂
2a 2b
2c 2d

)︂
= 2B



线性代数

矩阵

矩阵的加法 数乘 乘法

结论1

矩阵的乘法不满足交换律。

在定义中，若m ̸= s那么BA不可乘。

矩阵乘法不满足交换律，并不代表对于任意矩阵A,B均
有AB ̸= BA。

例如，若

A =

(︂
2 0
0 2

)︂
B =

(︂
a b
c d

)︂

AB = BA =

(︂
2a 2b
2c 2d

)︂
= 2B



线性代数

矩阵

矩阵的加法 数乘 乘法

结论1

矩阵的乘法不满足交换律。

在定义中，若m ̸= s那么BA不可乘。

矩阵乘法不满足交换律，并不代表对于任意矩阵A,B均
有AB ̸= BA。

例如，若

A =

(︂
2 0
0 2

)︂
B =

(︂
a b
c d
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(︂
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B =
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c d
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矩阵

矩阵的加法 数乘 乘法

结论1

矩阵的乘法不满足交换律。

在定义中，若m ̸= s那么BA不可乘。

矩阵乘法不满足交换律，并不代表对于任意矩阵A,B均
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例如，若
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= 2B



线性代数

矩阵

矩阵的加法 数乘 乘法

结论2

由矩阵乘积AB = 0（零矩阵），不能推出A = 0或B = 0。
即A ̸= 0且B ̸= 0，有可能使AB = 0。

如果以A为系数矩阵的线性方程组有非零解，则将非零解按
列排成的矩阵B，就有AB = 0。



线性代数

矩阵

矩阵的加法 数乘 乘法

结论2

由矩阵乘积AB = 0（零矩阵），不能推出A = 0或B = 0。
即A ̸= 0且B ̸= 0，有可能使AB = 0。

如果以A为系数矩阵的线性方程组有非零解，则将非零解按
列排成的矩阵B，就有AB = 0。



线性代数

矩阵

矩阵的加法 数乘 乘法

结论3

矩阵乘法不满足消去律。
即A ̸= 0时，由AB = AC不能推出B = C。

因为

AB = AC ⇒ AB − AC = 0⇒ A(B − C ) = 0

根据结论2可得，B − C可以不为0。
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矩阵

矩阵的加法 数乘 乘法

结论3

矩阵乘法不满足消去律。
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根据结论2可得，B − C可以不为0。



线性代数

矩阵

矩阵的加法 数乘 乘法

当A为非奇异矩阵，即行列式|A| ≠ 0时

若AB = 0，则必有B = 0。
若AB = AC，则必有B = C。

书上的证明是“读者以后会理解”。

矩阵乘法满足下列运算律：
(AB)C = A(BC )
k(AB) = (kA)B = A(kB)
A(B + C ) = AB + AC，(B + C )A = BA+ CA
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矩阵的加法 数乘 乘法

当A为非奇异矩阵，即行列式|A| ≠ 0时
若AB = 0，则必有B = 0。
若AB = AC，则必有B = C。

书上的证明是“读者以后会理解”。
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(AB)C = A(BC )

k(AB) = (kA)B = A(kB)
A(B + C ) = AB + AC，(B + C )A = BA+ CA
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矩阵

矩阵的加法 数乘 乘法

当A为非奇异矩阵，即行列式|A| ≠ 0时
若AB = 0，则必有B = 0。
若AB = AC，则必有B = C。

书上的证明是“读者以后会理解”。

矩阵乘法满足下列运算律：
(AB)C = A(BC )
k(AB) = (kA)B = A(kB)

A(B + C ) = AB + AC，(B + C )A = BA+ CA



线性代数

矩阵

矩阵的加法 数乘 乘法

当A为非奇异矩阵，即行列式|A| ≠ 0时
若AB = 0，则必有B = 0。
若AB = AC，则必有B = C。

书上的证明是“读者以后会理解”。

矩阵乘法满足下列运算律：
(AB)C = A(BC )
k(AB) = (kA)B = A(kB)
A(B + C ) = AB + AC，(B + C )A = BA+ CA



线性代数

矩阵

矩阵的加法 数乘 乘法

定理1

设A,B是两个n阶矩阵，则乘积AB的行列式等于A和B的行列式
的乘积，即

|AB| = |A||B|



线性代数

矩阵

矩阵的加法 数乘 乘法

设A = (aij)n×n,B = (bij)n×n，有

|A||B| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

a11 a12 . . . a1n 0 0 . . . 0
a21 a22 . . . a2n 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
an1 an2 . . . ann 0 0 . . . 0
−1 0 . . . 0 b11 b12 . . . b1n
0 −1 . . . 0 b21 b22 . . . b2n
...

...
. . .

...
...

...
...

0 0 . . . −1 bn1 bn2 . . . bnn

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒



线性代数

矩阵

矩阵的加法 数乘 乘法

用第n + 1 ∼ 2n行消去第1行，得

|A||B| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

0 0 . . . 0 c11 c12 . . . c1n
a21 a22 . . . a2n 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
an1 an2 . . . ann 0 0 . . . 0
−1 0 . . . 0 b11 b12 . . . b1n
0 −1 . . . 0 b21 b22 . . . b2n
...

...
. . .

...
...

...
...

0 0 . . . −1 bn1 bn2 . . . bnn

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

其中

c1j =
n∑︁

k=1

a1kbkj
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矩阵

矩阵的加法 数乘 乘法

用第n + 1 ∼ 2n行消去第1行，得
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⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
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⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
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c1j =
n∑︁

k=1

a1kbkj



线性代数

矩阵

矩阵的加法 数乘 乘法

用相同的方式不断消去，得

|A||B| =
⃒⃒⃒⃒

A 0
−I B

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
0 AB
−I B

⃒⃒⃒⃒
= (−1)n2

⃒⃒⃒⃒
AB 0
B −I

⃒⃒⃒⃒

= (−1)n|AB|| − In| = (−1)n|AB|(−1)n = |AB|



线性代数

矩阵

矩阵的转置 对称矩阵

转置矩阵

把一个m × n的矩阵行列互换得到的一个n ×m矩阵，称之为A的
转转转置置置矩矩矩阵阵阵，记作AT或A′。

矩阵的转置运算满足以下运算规律：
(AT )T = A
(A+ B)T = AT + BT

(kA)T = kAT

(AB)T = BTAT

(A1A2 . . .Ak)
T = AT

k . . .AT
2 A

T
1
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矩阵的转置 对称矩阵

转置矩阵

把一个m × n的矩阵行列互换得到的一个n ×m矩阵，称之为A的
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线性代数

矩阵

矩阵的转置 对称矩阵

对称矩阵

对于一个n阶矩阵A，如果aij = aji，则称A为对对对称称称矩矩矩阵阵阵

反对称矩阵

对于一个n阶矩阵A，如果aij = −aji，则称A为反反反对对对称称称矩矩矩阵阵阵

A为对称矩阵的充要条件是AT = A。

A为反对称矩阵的充要条件是AT = −A。



线性代数

矩阵

矩阵的转置 对称矩阵

对称矩阵

对于一个n阶矩阵A，如果aij = aji，则称A为对对对称称称矩矩矩阵阵阵

反对称矩阵

对于一个n阶矩阵A，如果aij = −aji，则称A为反反反对对对称称称矩矩矩阵阵阵

A为对称矩阵的充要条件是AT = A。

A为反对称矩阵的充要条件是AT = −A。



线性代数

矩阵

矩阵的转置 对称矩阵

对称矩阵

对于一个n阶矩阵A，如果aij = aji，则称A为对对对称称称矩矩矩阵阵阵

反对称矩阵

对于一个n阶矩阵A，如果aij = −aji，则称A为反反反对对对称称称矩矩矩阵阵阵

A为对称矩阵的充要条件是AT = A。

A为反对称矩阵的充要条件是AT = −A。



线性代数

矩阵

可逆矩阵的逆矩阵

可逆矩阵 逆矩阵

对于一个n阶矩阵A，如果存在n阶矩阵B使得

AB = BA = I

就称A为可可可逆逆逆矩矩矩阵阵阵（简称A可可可逆逆逆），并称B是A的逆逆逆矩矩矩阵阵阵，记
作A−1，即A−1 = B。
由定义可知，可逆矩阵及其逆矩阵是同阶方阵，在上式
中，A与B的地位是平等的，所以也可称A是B的逆矩阵。



线性代数

矩阵

可逆矩阵的逆矩阵

定理1

若A是可逆矩阵，则A的逆矩阵是唯一的。

设B和C都是A的逆矩阵，则

AB = BA = AC = CA = I

可得
B = IB = (CA)B = C (AB) = CI = C

故A的逆矩阵是唯一的。
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可逆矩阵的逆矩阵

定理1

若A是可逆矩阵，则A的逆矩阵是唯一的。
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矩阵

可逆矩阵的逆矩阵

定理1

若A是可逆矩阵，则A的逆矩阵是唯一的。

设B和C都是A的逆矩阵，则

AB = BA = AC = CA = I

可得
B = IB = (CA)B = C (AB) = CI = C

故A的逆矩阵是唯一的。
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矩阵

可逆矩阵的逆矩阵

定理1

若A是可逆矩阵，则A的逆矩阵是唯一的。

设B和C都是A的逆矩阵，则

AB = BA = AC = CA = I

可得
B = IB = (CA)B = C (AB) = CI = C

故A的逆矩阵是唯一的。



线性代数

矩阵

可逆矩阵的逆矩阵

伴随矩阵

设n阶矩阵A = (aij)n×n，Aij是行列式detA中元素aij的代数余子
式，我们称

cofA = (Aij)n×n

为A的代数余子式矩阵，并称cofA的转置矩阵为A的伴随矩阵，
记作adjA或A*。



线性代数

矩阵

可逆矩阵的逆矩阵

定理2

矩阵A可逆的充分必要条件为|A| ≠ 0，且

A−1 =
1

|A|
A*

AA* = A*A = |A|I
第i行元素乘第i行的代数余子式得到|A|，乘第j行代数余子式
得到0。

可得

A

(︂
1

|A|
A*
)︂

=

(︂
1

|A|
A*
)︂
A = I

A−1 =
1

|A|
A*
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可逆矩阵的逆矩阵

定理2

矩阵A可逆的充分必要条件为|A| ≠ 0，且
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A
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1
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1

|A|
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)︂
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|A|
A*
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可逆矩阵的逆矩阵

定理2
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矩阵

可逆矩阵的逆矩阵

推论

若A,B都是n阶矩阵，且AB = I。
则BA = I，即A,B皆可逆，且A,B互为逆矩阵。

由AB = I得|A||B| = 1，|A|, |B| ≠ 0，所以A,B皆可逆。

于是
AB = I

⇒ A−1(AB)A = A−1IA

⇒ BA = I
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于是
AB = I

⇒ A−1(AB)A = A−1IA

⇒ BA = I



线性代数

矩阵

可逆矩阵的逆矩阵

推论

若A,B都是n阶矩阵，且AB = I。
则BA = I，即A,B皆可逆，且A,B互为逆矩阵。

由AB = I得|A||B| = 1，|A|, |B| ≠ 0，所以A,B皆可逆。
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矩阵

可逆矩阵的逆矩阵

可逆矩阵满足以下运算规律

设同阶方阵A,B皆可逆，数k ̸= 0。
(A−1)−1 = A
(kA)−1 = k−1A−1

(AB)−1 = B−1A−1

(AT )−1 = (A−1)T

|A−1| = |A|−1
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矩阵的初等变换和初等矩阵

初等倍乘矩阵
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矩阵的初等变换和初等矩阵

初等倍加矩阵
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矩阵的初等变换和初等矩阵
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矩阵

矩阵的初等变换和初等矩阵

利用初等变换矩阵可以完成高斯消元的操作。

对于
A−1A = I

等式两侧乘上一些初等变换矩阵B将A消为单位矩阵

A−1(AB) = IB

A−1 = B

可以用初等变换矩阵来求逆矩阵。
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矩阵的初等变换和初等矩阵

未完待续
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