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1. Stochastic Process
教材 (Privault, 2013) / 划了重点的教材捏 / Berkeley EECS126

1.1. Markov Chains

1.1.1. Gambling Problems
有 𝑆 块钱，𝐴 有 𝐾 块钱，𝐵 有 𝑆 − 𝐾 块。每次有 𝑝 的概率 𝐴 从 𝐵 拿走一块，𝑞 = 1 −
𝑝 的概率 𝐵 从 𝐴 拿走一块。谁拿到 𝑆 块钱就算赢。

𝑋𝑛+1 = {𝑋𝑛 + 1 if 𝑝
𝑋𝑛 − 1 if 𝑞

𝑓𝑆(𝑘) 表示 𝐴 赢的概率。很显然我们有：

𝑓𝑆(𝑘) = 𝑝𝑓𝑆(𝑘 + 1) + 𝑞𝑓𝑆(𝑘 − 1)

不难解出

𝑓𝑆(𝑘) = (𝑝/𝑞)𝑆−𝑘 − 1
(𝑝/𝑞)𝑆 − 1

𝑇0,𝑆  表示一个游戏啥时候结束，ℎ𝑆(𝑘) = 𝔼[𝑇0,𝑆 | 𝑋0 = 𝐾]。

很显然

ℎ𝑆(𝑘) = 1 + 𝑝ℎ𝑆(𝑘 + 1) + 𝑞ℎ𝑆(𝑘 − 1)

这个方程的特解比较难搞，注意到 𝑝 + 𝑞 = 1，我们可以改写成差分方程：

−1 = 𝑝(ℎ𝑆(𝑘 + 1) − ℎ𝑆(𝑘)) + 𝑞(ℎ𝑆(𝑘) − ℎ𝑆(𝑘 − 1))

观察出方程在 𝑝 ≠ 𝑞 的时候一个特解为 𝑘
𝑞−𝑝。

不难解出齐次方程 ℎ𝑆(𝑘) = 𝑝ℎ𝑆(𝑘 + 1) + 𝑞ℎ𝑆(𝑘 − 1) 的解，最终可以得到在 𝑝 ≠ 𝑞 时

ℎ𝑠(𝑘) = 1
𝑞 − 𝑝

(𝑘 − 𝑆 ⋅ 1 − (𝑞/𝑝)𝑘

1 − (𝑞/𝑝)𝑆 )

当 𝑝 = 𝑞 = 1
2  时，我们有特解 −𝑘2。所以说 𝑝 = 𝑞 时

ℎ𝑆(𝑘) = 𝑘(𝑆 − 𝑘)

1.1.2. Random Walks
Bernoulli Random Walks: 𝑋𝑛 相互独立，其中

{ℙ(𝑋𝑘 = +1) = 𝑝
ℙ(𝑋𝑘 = −1) = 𝑞

𝑝 + 𝑞 = 1，然后我们定义
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𝑆𝑛 = ∑
𝑛

𝑖=1
𝑋𝑖

很显然 ℙ(𝑆2𝑛 = 2𝑘 + 1) = ℙ(𝑆2𝑛+1 = 2𝑘) = 0，然后

{
ℙ(𝑆2𝑛 = 2𝑘) = ( 2𝑛

𝑛+𝑘)𝑝𝑛+𝑘𝑞𝑛−𝑘

ℙ(𝑆2𝑛+1 = 2𝑘 + 1) = ( 2𝑛+1
𝑛+𝑘+1)𝑝𝑛+𝑘+1𝑞𝑛−𝑘

难度在我们怎么计算他啥时候回到 0。我们令

𝑇 𝑟
0 = inf{𝑛 ≥ 1 : 𝑆𝑛 = 0}

表示第一次回到 0 的时间。

然后我们设

𝑔(𝑛) = ℙ(𝑇 𝑟
0 = 𝑛 | 𝑆0 = 0)

也就是在第 𝑛 步第一次回到 0 的概率。那很显然 𝑔(2𝑘 + 1) = 0。

接下来是一个比较神奇的套路，就是我们假设 ℎ(𝑛) 为第 𝑛 步回到 0 的概率，那我们可
以得到一个卷积式子：

ℎ(𝑛) = ∑
𝑛−2

𝑘=0
𝑔(𝑛 − 𝑘)ℎ(𝑘)

也就是先走 𝑛 − 𝑘 步第一次回到 0，然后继续走 𝑘 步回到 0。所以我们现在只要解决 ℎ 就
可以了。

我们考虑 ℎ(𝑛) 的生成函数

𝐻(𝑠) = 𝔼[𝑠𝑇 𝑟
0 ⋅ 𝟙𝑇 𝑟

0 <∞] = ∑
∞

𝑛=0
ℎ(𝑛)𝑠𝑛

大概推推：

𝐻(𝑠) = ∑
∞

𝑛=0
ℎ(𝑛)𝑠𝑛

= ∑
∞

𝑛=0
(2𝑛

𝑛
)𝑝𝑛𝑞𝑛𝑠2𝑛

= ∑
∞

𝑛=0

(2𝑛)!
(𝑛!)2 (𝑝𝑞𝑠2)𝑛

= ∑
∞

𝑛=0

(∏𝑛
𝑖=1 2𝑖)(∏𝑛

𝑖=1(2𝑖 − 1))
(𝑛!)2 (𝑝𝑞𝑠2)𝑛

= ∑
∞

𝑛=0

∏𝑛
𝑖=1(2𝑖 − 1)

𝑛!
(2𝑝𝑞𝑠2)𝑛
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= ∑
∞

𝑛=0

(−2)𝑛 ∏𝑛
𝑖=1(−

1
2 − (𝑖 − 1))

𝑛!
(2𝑝𝑞𝑠2)𝑛

= ∑
∞

𝑛=0

(−1
2)𝑖

𝑛!
(−4𝑝𝑞𝑠2)𝑛

= (1 − 4𝑝𝑞𝑠2)−1
2

又考虑到：

𝐺(𝑠)𝐻(𝑠) = (∑
∞

𝑖=1
𝑠𝑖𝑔(𝑖))(∑

∞

𝑗=0
𝑠𝑗ℎ(𝑗))

= ∑
∞

𝑖=2
∑
∞

𝑗=0
𝑠𝑖+𝑗𝑔(𝑖)ℎ(𝑗)

= ∑
∞

𝑘=2
𝑠𝑘 ∑

∞

𝑖=2
𝑔(𝑖)ℎ(𝑘 − 𝑖)

= ∑
∞

𝑘=2
𝑠𝑘ℎ(𝑘)

= −1 + ∑
∞

𝑘=0
𝑠𝑘ℎ(𝑘)

= −1 + 𝐻(𝑠)

于是乎

𝐺(𝑠) = 1 − 1
𝐻(𝑠)

= 1 − √1 − 4𝑝𝑞𝑠2

所以

ℙ(𝑇 𝑟
0 = ∞ | 𝑆0 = 0) = 1 − ℙ(𝑇 𝑟

0 < ∞ | 𝑆0 = 0)

= 1 − 𝐺(1) = √1 − 4𝑝𝑞

= √4𝑝2 − 4𝑝 + 1
= |2𝑝 − 1|
= |𝑝 − 𝑞|

而根据前面的 Gambling Problems，其实我们已经解出当 𝑘 ≠ 0 时：

ℙ(𝑇 𝑟
0 = ∞ | 𝑆0 = 𝑘) = 1 − lim

𝑆→∞
𝑓𝑆(𝑘) = max{0, 1 − (𝑞

𝑝
)

𝑘

}

然后我们来计算 𝔼[𝑇 𝑟
0 | 𝑆0 = 0] 的时候会发现如果 ℙ(𝑇 𝑟

0 | 𝑆0 = 0) > 0 的时候这个期望肯
定是 ∞。而 ℙ(𝑇 𝑟

0 | 𝑆0 = 0) 只有在 𝑝 = 𝑞 = 1
2  的时候才会为 0。然鹅当 𝑝 = 𝑞 = 1

2  时：
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𝔼[𝑇 𝑟
0 | 𝑆0 = 0] = 𝔼[𝑇 𝑟

0 ⋅ 𝟙{𝑇 𝑟
0 <∞} | 𝑆0 = 0] = 𝜕𝐺

𝜕𝑠
|
𝑠=1

= ∞

所以我们不管 𝑝, 𝑞 都有：

𝔼[𝑇 𝑟
0 | 𝑆0 = 0] = ∞

关于 first time 的 distribution 的话，我们不难算出

ℙ(𝑇 𝑟
0 = 2𝑘 | 𝑆0 = 0) = 1

(2𝑘)!
𝜕2𝑘𝐺
𝜕𝑠2𝑘 |

𝑠=0

= 1
2𝑘 − 1

(2𝑘
𝑘

)(𝑝𝑞)𝑘

1.1.3. Discrete-Time Markov Chains
Markov property 指的是下一步的 distribution 只跟当前有关：

ℙ(𝑍𝑛+1 = 𝑗 | 𝑍𝑛 = 𝑖𝑛, ⋯, 𝑍0 = 𝑖0) = ℙ(𝑍𝑛+1 = 𝑗 | 𝑍𝑛 = 𝑖𝑛)

𝜋𝑛 是行向量，转移方程

𝜋𝑛+1 = 𝜋𝑛𝑃

首先研究 hitting probabilities。假设状态空间为 𝕊，现在有一个点集 𝐴 ⊂ 𝕊 是吸收点。
也就是说 ∀𝑠 ∈ 𝕊, 𝑃𝑠,𝑠 = 1。我们康康从 𝑘 开始被 𝐴 中哪个点吸收的分布：

𝑔𝑙(𝑘) = ℙ(𝑍𝑇𝐴
= 𝑙 | 𝑍0 = 𝑘)

其中 𝑇𝐴 表示第一次撞到 𝐴 的概率。

显然

𝑔𝑙(𝑘) = 𝑃𝑘,𝑙 + ∑
𝑚∈𝕊\𝐴

𝑃𝑘,𝑚𝑔𝑙(𝑚)

然后我们研究从一个点开始期望多久被吸收，我们定义：

ℎ𝐴(𝑘) = 𝔼[𝑇𝐴 | 𝑍0 = 𝑘]

显然

ℎ𝐴(𝑘) = 1 + ∑
𝑚∈𝕊\𝐴

𝑃𝑘,𝑚ℎ𝐴(𝑚)

当然很多事会我们会钦定最后 𝑑 个为吸收点，也就是：

𝑃 = (𝑄
0

𝑅
𝐼𝑑

)

酱一来我们就可以简单地写成

ℎ𝐴 = 𝟙𝑛−𝑑 + 𝑄ℎ𝐴

当然很多时候我们每个点都是有个 utility 的，也就是说：

6 / 27



Stochastic Processes and Reinforcement Learning Pu Fanyi

ℎ𝐴(𝑘) = 𝔼[∑
𝑇𝐴

𝑛=0
𝑟(𝑍𝑛) | 𝑍0 = 𝑘]

那酱的话就把 𝟙 换成 𝑟 就可以了。

接下来是 return times。我们定义 𝑇 𝑟
𝑗  为第一次到 𝑗 的时间（但不是 𝑍0）：

𝑇 𝑟
𝑗 = inf{𝑛 ≥ 1 : 𝑍𝑛 = 𝑗}

然后 𝜇𝑗(𝑖) 表示从 𝑖 开始第一次回到 𝑗 的期望时间：

𝜇𝑗(𝑖) = 𝔼[𝑇 𝑟
𝑗 | 𝑍0 = 𝑖]

酱紫 𝜇𝑖(𝑖) 就成功定义了“return times”。

显然：

𝜇𝑗(𝑖) = 1 + ∑
𝑚∈𝕊

𝑃𝑖,𝑚𝜇𝑗(𝑚)

我们接下来定义 𝑝𝑖,𝑗 为从 𝑖 能走到 𝑗 的概率，当然一开始不算：

𝑝𝑖,𝑗 = ℙ(𝑇 𝑟
𝑗 < ∞ | 𝑍0 = 𝑖)

我们定义 𝑓 (𝑛)
𝑖,𝑗  为从 𝑖 开始走 𝑛 步恰好第一次走到 𝑗 的概率：

𝑓 (𝑛)
𝑖,𝑗 = ℙ(𝑇 𝑟

𝑗 = 𝑛 | 𝑍0 = 𝑖)

显然

𝑝𝑖,𝑗 = ∑
∞

𝑛=1
𝑓 (𝑛)

𝑖,𝑗

Number of returns 被定义为：

𝑅𝑗 = ∑
∞

𝑛=1
𝟙{𝑍𝑛=𝑗}

那么 𝑅𝑗 的分布其实是：

ℙ(𝑅𝑗 = 𝑚 | 𝑍0 = 𝑖) = {
1 − 𝑝𝑖,𝑗 if 𝑚 = 0
𝑝𝑖,𝑗 ⋅ 𝑝𝑚−1

𝑗,𝑗 ⋅ (1 − 𝑝𝑗,𝑗) if 𝑚 ≥ 1

那期望也好算：

𝔼[𝑅𝑗 | 𝑍0 = 𝑖] = ∑
∞

𝑚=1
𝑚 ⋅ 𝑝𝑖,𝑗 ⋅ 𝑝𝑚−1

𝑗,𝑗 ⋅ (1 − 𝑝𝑗,𝑗) = 1
1 − 𝑝𝑗,𝑗

所以说我们得到一个性质就是，如果要
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𝔼[𝑅𝑖 | 𝑍0 = 𝑖] = 1
1 − 𝑝𝑖,𝑖

这个东西有穷，当且仅当 𝑝𝑖,𝑖 < 1。

而还有一个意义比较明确而且封闭的式子是：

𝔼[𝑅𝑗 | 𝑍0 = 𝑖] = 𝔼[𝟙{𝑋𝑛=𝑗} | 𝑋0 = 𝑖] = ∑
∞

𝑛=1
[𝑃𝑛]𝑖,𝑗 = −𝟙{𝑖=𝑗} + [(𝐼 − 𝑃)−1]

𝑖,𝑗

1.1.4. Branching Processes
一开始我有一个东西，然后没过一段时间这个东西随机分裂成 𝑌  个一样的东西，然后一
直这样分裂下去。

𝑋0 = 1, 𝑋𝑛+1 = ∑
𝑋𝑛

𝑘=1
𝑌𝑘

其中

ℙ(𝑌 < ∞) = ∑
𝑛≥0

ℙ(𝑌 = 𝑛) = 1

考虑转移矩阵 𝑃，𝑃𝑖,𝑗 表示 𝑖 个东西分裂成 𝑗 个的概率。显然 𝑃0,0 = 1，没有东西就无法
分裂。𝑃1,𝑗 = ℙ(𝑌 = 𝑗)，指的是从一个东西分裂开来。

酱紫的话是个树状结构，所以叫 Branching Process。

考虑生成函数 𝐺𝑛(𝑠) = 𝔼[𝑠𝑋𝑛 | 𝑋0 = 1] 表示第 𝑛 代的概率生成函数，我们有：

𝐺𝑛+1(𝑠) = 𝐺𝑛(𝐺1(𝑠)) = 𝐺1(𝐺𝑛(𝑠))

证明的话：

𝐺𝑛+1(𝑠) = 𝔼[𝑠𝑋𝑛+1 | 𝑋0 = 1]

= 𝔼[𝑠∑𝑋𝑛
𝑙=1 𝑌𝑙 | 𝑋0 = 1]

= ∑
∞

𝑘=1
𝔼[∏

𝑘

𝑙=1
𝑠𝑌𝑙 | 𝑋𝑛 = 𝑘]ℙ(𝑋𝑛 = 𝑘 | 𝑋1 = 1)

= ∑
∞

𝑘=1
𝔼[𝑠𝑌 ]𝑘ℙ(𝑋𝑛 = 𝑘 | 𝑋1 = 1)

= ∑
∞

𝑘=1
𝐺1(𝑠)𝑘ℙ(𝑋𝑛 = 𝑘 | 𝑋1 = 1)

= 𝐺𝑛(𝐺1(𝑠))

于是乎对于 𝑛 轮后的期望值我们有：

𝜇𝑛 = 𝔼[𝑋𝑛 | 𝑋0 = 1]
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= 𝜕𝐺𝑛(𝑠)
𝜕𝑠

|
𝑠=1

= 𝜕𝐺𝑛−1(𝐺1(𝑠))
𝜕𝐺1(𝑠)

⋅ 𝜕𝐺1(𝑠)
𝜕𝑠

|
𝑠=1

= 𝜕𝐺𝑛−1(𝐺1(𝑠))
𝜕𝐺1(𝑠)

|
𝑠=1

⋅ lim
𝑠→1−

𝜕𝐺1(𝑠)
𝜕𝑠

|
𝑠=1

= 𝜕𝐺𝑛−1(𝑠)
𝜕𝑠

|
𝑠=1

⋅ 𝜕𝐺1(𝑠)
𝜕𝑠

|
𝑠=1

= 𝜇𝑛−1𝜇1

= 𝜇𝑛
1

对于一个 branching process (𝑋𝑛)𝑛∈ℕ：

• Supercritical: 𝜇1 > 1，𝜇𝑛 → ∞
• Critical: 𝜇1 = 1，𝜇𝑛 → ∞
• Subcritical: 𝜇1 < 1，𝜇𝑛 → 0

同样的，我们考虑方差

𝜎2
𝑛 = Var[𝑋𝑛 | 𝑋0 = 1]

= 1
2

𝜕2𝐺𝑛(𝑠)
𝜕𝑠2 |

𝑠=1

= 1
2

𝜕
𝜕𝑠

( 𝜕
𝜕𝑠

𝐺𝑛−1(𝑠) ⋅ 𝜕
𝜕𝑠

𝐺1(𝑠))|
𝑠=1

= ( 𝜕2

𝜕𝑠2 𝐺𝑛−1(𝑠) ⋅ 𝜕
𝜕𝑠

𝐺1(𝑠))|
𝑠=1

+ ( 𝜕
𝜕𝑠

𝐺𝑛−1(𝑠) ⋅ 𝜕2

𝜕𝑠2 𝐺1(𝑠))|
𝑠=1

= 𝜎2
𝑛−1𝜇1 + 𝜇𝑛−1𝜎2

1

= 𝜎2
𝑛−1𝜇1 + 𝜇𝑛−1

1 𝜎2
1

= {
𝑛𝜎2

1 if 𝜇 = 1
𝜎2

1𝜇𝑛−1
1

1−𝜇𝑛
1

1−𝜇1
if 𝜇 ≠ 1

接下来我们要研究的是，𝑋𝑛 能延续多久，也就是“time to extinction”。我们定义

𝑇0 = inf{𝑛 ≥ 0 : 𝑋𝑛 = 0}

以及最终的 extinction probability

𝛼𝑘 = ℙ(𝑇0 < ∞ | 𝑋0 = 𝑘)

首先显然我们有：

ℙ(𝑇0 = 𝑛 | 𝑋0 = 1) = ℙ(𝑋𝑛 = 0 | 𝑋0 = 1) − ℙ(𝑋𝑛−1 = 0 | 𝑋0 = 1)

9 / 27



Stochastic Processes and Reinforcement Learning Pu Fanyi

= 𝐺𝑛(0) − 𝐺𝑛−1(0)
= 𝐺1(𝐺𝑛−1(0)) − 𝐺𝑛−1(0)

而我们来考虑 𝛼𝑘，首先显然这 𝑘 个是独立的：

𝛼𝑘 = 𝛼𝑘
1

而我们考虑了 𝛼1：

𝛼1 = lim
𝑛→∞

ℙ(𝑇0 < 𝑛 | 𝑋0 = 1)

= lim
𝑛→∞

ℙ(𝑋𝑛 = 0 | 𝑋0 = 1)

= lim
𝑛→∞

𝐺𝑛(0)

另一个神奇的性质是 𝛼1 一定是方程 𝐺1(𝛼) = 𝛼 的解：

𝛼1 = ∑
∞

𝑘=0
𝛼𝑘ℙ(𝑋1 = 𝑘 | 𝑋0 = 1)

= ∑
∞

𝑘=0
𝛼𝑘

1ℙ(𝑋1 = 𝑘 | 𝑋0 = 1)

= 𝐺1(𝛼1)

当然考虑到

𝛼 = 𝐺1(𝛼) = 𝐺1(𝐺1(𝛼)) = ⋯

所以

∀𝑘 ∈ ℕ, 𝛼 = 𝐺𝑘(𝛼)

我们可以进一步证明 𝛼1 一定是方程 𝐺1(𝛼) = 𝛼 最小的正解。

首先因为 𝜕
𝜕𝑠𝐺1(𝑠) > 0，这个函数肯定是递增的，所以说对于任意 𝑘，𝐺𝑘 肯定是递增的。

而考虑到上面已经论证过只要满足 𝛼 = 𝐺1(𝛼)，肯定对于任意 𝑘，能满足 𝛼 = 𝐺𝑘(𝛼)，于
是乎：

𝛼1 = lim
𝑛→∞

𝐺𝑛(0) ≤ lim
𝑛→∞

𝐺𝑛(𝛼) = 𝛼

也就是说对于任意符合条件的 𝛼，他肯定是大于等于 𝛼1 的。于是乎 𝛼1 一定是最小的正
解。

1.1.5. Continuous-Time Markov Chains
首先是 Poisson Process。就是隔一段时间往上 +1。𝑁𝑡 表示 𝑡 时刻是多少，其中 𝑁0 =
0。我们定义 𝑇𝑘 为第一次到达 𝑘 的时间。

𝑁𝑡 = ∑
𝑘≥1

𝑘 ⋅ 𝟙𝑡∈[𝑇𝑘−1,𝑇𝑘) = ∑
𝑘≥1

𝟙𝑡∈[𝑇𝑘−1,∞)

我们需要这种过程满足两个性质：
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1. Independence of increments: 对于任意的  0 ≤ 𝑡1 < 𝑡2 < ⋯ < 𝑡𝑛， 𝑁𝑡1
−

𝑁𝑡0
, 𝑁𝑡2

− 𝑁𝑡1
, ⋯, 𝑁𝑡𝑛

− 𝑁𝑡𝑛−1
 是相互独立的。

2. Stationarity of increments: 𝑁𝑡+𝑠 − 𝑁𝑠 ∼ 𝑁𝑡。

那其实很显然这就是一个 poison distribution 嘛：

ℙ(𝑁𝑡 − 𝑁𝑠 = 𝑘) = 𝑒−𝜆(𝑡−𝑠) (𝜆(𝑡 − 𝑠))𝑘

𝑘!

其中

𝜆 = lim
ℎ→0+

1
ℎ

ℙ(𝑁ℎ = 1)

然后还有就是 𝑇1 个 exp distribution 有关，𝑇𝑛 跟 gamma distribution 有关。

𝑇𝑛 ∼ Γ(𝑛, 𝜆) : 𝑓𝑇𝑛
(𝑡) = 𝜆𝑛𝑒−𝜆𝑡 (𝜆𝑡)𝑛−1

Γ(𝑛)

然后我们把他一般化一下，得到 continuous-time Markov chain。其实核心也就是
“Memoryless”。

只不过这次的转移矩阵是一个关于时间的函数了：

𝑃𝑖,𝑗(𝑡) = ℙ(𝑍𝑠+𝑡 = 𝑗 | 𝑍𝑠 = 𝑖)

而显然 𝑃(0) = 𝐼。

很显然的性质是：

𝑃(𝑠 + 𝑡) = 𝑃(𝑠)𝑃 (𝑡) = 𝑃(𝑡)𝑃 (𝑠)

学习 Poisson process，我们来研究类似 𝜆 的一个跟“平均”有关的东西，我们考虑：

𝑄 = lim
𝑡→0+

1
𝑡
(𝑃 (𝑡) − 𝑃(0)) = 𝜕

𝜕𝑡
𝑃(𝑡)|

𝑡=0

而其实我们有（这个叫“backward Kolmogorov equation”）：

𝜕
𝜕𝑡

𝑃 (𝑡) = lim
ℎ→0+

1
ℎ

(𝑃(𝑡 + ℎ) − 𝑃(𝑡))

= lim
ℎ→0+

1
ℎ

(𝑃(ℎ)𝑃(𝑡) − 𝑃(𝑡))

= lim
ℎ→0+

1
ℎ

(𝑃(ℎ) − 𝐼)𝑃(𝑡)

= 𝑄𝑃(𝑡)

当然同理我们还可以得到（这个叫“forward Kolmogorov equation”）：

𝜕
𝜕𝑡

𝑃 (𝑡) = 𝑃(𝑡)𝑄
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解这个微分方程我们有：

𝑃(𝑡) = 𝑒𝑄𝑡 = ∑
∞

𝑛=0

𝑡𝑛

𝑛!
𝑄𝑛 = 𝐼 + ∑

∞

𝑛=1

𝑡𝑛

𝑛!
𝑄𝑛

我们记 𝜆𝑖,𝑗 = 𝑄𝑖,𝑗，其实这个 𝜆𝑖,𝑗 就和 Poisson process 那个一样了：

𝑃(ℎ) = 𝐼 + ℎ𝑄 + 𝒪(ℎ2)

也就是：

ℙ(𝑋𝑥+ℎ = 𝑗 | 𝑋𝑡 = 𝑖) = 𝑃𝑖,𝑗(ℎ) = {
𝜆𝑖,𝑗ℎ + 𝒪(ℎ2) if 𝑖 ≠ 𝑗
1 + 𝜆𝑖,𝑖ℎ + 𝒪(ℎ2) if 𝑖 = 𝑗

根据这个，我们对于 𝑖 ≠ 𝑗，如果我们已经知道它下一步会到 𝑗。我们定义停留在 𝑖 的时
间为 𝜏𝑖,𝑗，我们可以有：

ℙ(𝜏𝑖,𝑗 > 𝑡 | 𝑖 → 𝑗) = 𝑒−𝜆𝑖,𝑗𝑡

以及

𝔼[𝜏𝑖,𝑗 | 𝑖 → 𝑗] = ∫
∞

0
𝑡𝜆𝑖,𝑗𝑒−𝜆𝑖,𝑗𝑡d𝑡 = 1

𝜆𝑖,𝑗

当然另外还有一个性质是：

∑
𝑗∈𝕊

𝜆𝑖,𝑗 = 0

就是每个点要么出去要么留在原地嘛。

然后我们考虑 𝜏𝑖，也就是停留在 𝑖 的时间：

𝜏𝑖 = min
𝑗≠𝑖

𝜏𝑖,𝑗

我们可以计算概率：

ℙ(𝜏𝑖 > 𝑡) = ℙ(min
𝑗≠𝑖

𝜏𝑖,𝑗)

= ∏
𝑗≠𝑖

ℙ(𝜏𝑖,𝑗 > 𝑡)

= exp(− ∑
𝑗≠𝑖

𝜆𝑖,𝑗𝑡)

= 𝑒𝜆𝑖,𝑖𝑡

于是乎

𝔼[𝜏𝑖] = 1
∑𝑗≠𝑖 𝜆𝑖,𝑗

= − 1
𝜆𝑖,𝑖
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1.2. Martingales
𝔼[𝑍𝑛+1 | ℱ𝑛] = 𝑍𝑛

坑，待填
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2. Reinforcement Learning
Berkeley CS285 / Stanford CS224R / Yezhen 学长推荐嘟 / Li Bo 学长推荐嘟

2.1. Definition
我们把 ⟨𝑠𝑡, 𝑎𝑡⟩ 打包起来，其实他就构成了一个 Markov chain:

𝑝𝜃(𝜏) = 𝑝𝜃(𝑠1) ∏
𝑇

𝑡=1
𝜋𝜃(𝑎𝑡 | 𝑠𝑡) · ℙ(𝑠𝑡+1 | 𝑠𝑡, 𝑎𝑡)

对于 learning objective：

𝜃∗ = arg max
𝜃

𝒥(𝜃) = arg max
𝜃

𝔼𝜏∼𝜋𝜃(𝜏)[𝑟(𝜏)]

我们定义我现在在 𝑠𝑡，做了 action 𝑎𝑡，然后按照 𝜋 所得到的期望 reward 为

𝒬𝜋(𝑠𝑡, 𝑎𝑡) = ∑
𝑇

𝑡′=𝑡
𝔼(𝑠𝑡′,𝑎𝑡′)∼𝜋[𝑟(𝑠𝑡′ , 𝑎𝑡′) | 𝑠𝑡, 𝑎𝑡]

然后我们定义 𝒱 表示现在我在 𝑠𝑡 的时候遵循 𝜋 所得到的期望 reward：

𝒱𝜋(𝑠𝑡) = ∑
𝑇

𝑡′=𝑡
𝔼(𝑠𝑡′,𝑎𝑡′)∼𝜋[𝑟(𝑠𝑡′ , 𝑎𝑡′)|𝑠𝑡] = 𝔼𝑎𝑡∼𝜋(𝑎𝑡|𝑠𝑡)[𝒬

𝜋(𝑠𝑡, 𝑎𝑡)]

2.2. Types of Algorithms
Policy Gradients 跟往常一样，就是求导然后去做优化
Value-based 去直接计算最优解的 𝒬 和 𝒱，然后通过这个推出 𝜋
Actor-critic 通过计算当前 𝜃 的 𝒬 和 𝒱̂，然后通过这个去进行优化，得到最终的 𝜋
Model-based RL 使用模型来代表各种参数，然后进行优化

2.3. Policy Gradient Algorithms

2.3.1. Direct policy differentiation
REINFORCE Algorithm (Williams, 1992):

∇𝜃𝒥(𝜃) = ∫ ∇𝜃𝜋𝜃(𝜏)𝑟(𝜏) d𝜏

= 𝔼𝜏∼𝜋𝜃(𝑟)[𝑟(𝜏) · ∇𝜃 log 𝜋𝜃(𝜏)]

= 𝔼𝜏∼𝜋𝜃(𝑟)[(∑
𝑇

𝑡=1
∇𝜃 log 𝜋𝜃(𝑎𝑡 | 𝑠𝑡))(∑

𝑇

𝑡=1
𝑟(𝑠𝑡, 𝑎𝑡))]

所以说 𝑟(𝜏) · ∇𝜃 log 𝜋𝜃(𝑟) 是 ∇𝜃𝒥(𝜃) 的无偏估计，可惜这玩意儿的 variance 很高。

2.3.2. Reduce Variance
仔细观察这个式子，其实这玩意儿是 MLE 那个梯度对 𝑟(𝑠𝑡, 𝑎𝑡) 加权了：
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∇𝜃𝒥(𝜋𝜃) = 𝔼𝑟∼𝜋𝜃(𝜏)[∑
𝑇

𝑡=0
Ψ𝑡∇𝜃 log 𝜋𝜃(𝑎𝑡 | 𝑠𝑡)]

当前我们是有：

Ψ𝑡 = ∑
𝑇

𝑡′=0
𝑟(𝑠𝑡′ , 𝑎𝑡′)

2.3.3. Don’t Let the Past Distract You
一种简单的方法来减小 varience，是我们令

Ψ𝑡 = ∑
𝑇

𝑡′=𝑡
𝑟(𝑠𝑡′ , 𝑎𝑡′)

因为其实对于 𝑎𝑡 来说，他做啥对于 𝑡 之前的 reward 来说是不具有参考价值的。因此我
们主要考虑后面的 reward。这玩意儿直觉上挺清楚的，但数学上想了半天才想明白为啥
是对的。主要参考了这篇文章 (Achiam, 2018)。

证明的不造为啥让我想起了 MLE。主要用到的就是一个叫做 EGLP lemma 的东西（其
实好像用这个 lemma 需要积分和导数的可交换性，貌似 (Hogg et al., 2013) 里写挺详
细的）：

𝔼𝑥∼ℙ𝜃
[∇𝜃 log ℙ𝜃(𝑥)] = ∫ ℙ(𝑥)∇𝜃 log ℙ𝜃(𝑥) d𝑥

= ∫ ℙ(𝑥)(∇𝜃ℙ(𝑥)
ℙ(𝑥)

) d𝑥

= ∇𝜃 ∫ ℙ(𝑥) d𝑥 = 0

其实跟 MLE 是一样的嘛：

𝔼[ 𝜕
𝜕𝜃

log ℒ(𝑥 | 𝜃)] = 0

其实我们是要证明嘟是：

𝔼𝜏∼𝜋𝜃(𝜏)[∑
𝑇

𝑡=0
∑
𝑡′<𝑡

𝑟(𝑠𝑡′ , 𝑎𝑡′)∇𝜃 log 𝜋𝜃(𝑎𝑡 | 𝑠𝑡)] = 0

也就是要证明当 𝑡′ < 𝑡 这个时候：

𝔼𝑠𝑡,𝑎𝑡,𝑠𝑡′,𝑎𝑡′∼𝜋𝜃
[𝑟(𝑠𝑡′ , 𝑎𝑡′)∇𝜃 log 𝜋𝜃(𝑎𝑡 | 𝑠𝑡)] = 0

那么中心思想其实就是咋来区分 𝑡′ < 𝑡 捏，我们考虑 𝑡′ < 𝑡 是先 reward，再选择：

𝔼𝑠𝑡′,𝑎𝑡′∼𝜋𝜃
[𝑟(𝑠𝑡′ , 𝑎𝑡′) · 𝔼𝑠𝑡,𝑎𝑡∼𝜋𝜃(· | 𝑠𝑡′,𝑎𝑡′)[∇𝜃 log 𝜋𝜃(𝑎𝑡 | 𝑠𝑡) | 𝑠𝑡′ , 𝑎𝑡′ ]]

其实也就是当 𝑟(𝑠𝑡′ , 𝑎𝑡′) 不依赖于 𝑠𝑡, 𝑎𝑡 的时候，本身这个 𝔼[∇𝜃 log 𝜋𝜃(𝑎𝑡 | 𝑠𝑡)] 他就是 0。
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所以说最终结果是整个期望 0。

2.3.4. Introducing Baselines
另一个优化是我们考虑加入 baseline。这个直觉就更对了。就是我们考虑把 𝑟(𝑠, 𝑎) 替换
成 𝑟(𝑠, 𝑎) − 𝑏。因为 reward 这种东西，大家一起加多少减多少肯定都是无所谓的。

当然从数学上来讲也是 EGLP 用用易证的，这里就不多写了。但是我们 baseline 设多少
最好呢？从直觉上来讲，是这个 𝑏 让整个 𝑟 尽量居中。接下来我们从数学上进行考虑。

我们考虑

∇𝜃𝒥(𝜃) = 𝔼𝜏∼𝜋𝜃(𝜏)[∇𝜃 log 𝜋𝜃(𝜏) · (𝑟(𝜏) − 𝑏)]

的方差

𝜎2 = 𝔼𝜏∼𝜋𝜃(𝜏)[(∇𝜃 log 𝜋𝜃(𝜏) · (𝑟(𝜏) − 𝑏))2] − (𝔼𝜏∼𝜋𝜃(𝜏)[∇𝜃 log 𝜋𝜃(𝜏) · (𝑟(𝜏) − 𝑏)])
2

= 𝔼𝜏∼𝜋𝜃(𝜏)[(∇𝜃 log 𝜋𝜃(𝜏) · (𝑟(𝜏) − 𝑏))2] − (𝔼𝜏∼𝜋𝜃(𝜏)[∇𝜃 log 𝜋𝜃(𝜏) · 𝑟(𝜏)])
2

我们解

𝜕
𝜕𝑏

𝜎2 = 𝜕
𝜕𝑏

𝔼𝜏∼𝜋𝜃(𝜏)[(∇𝜃 log 𝜋𝜃(𝜏) · (𝑟(𝜏) − 𝑏))2] = 0

可以得到

𝑏 =
𝔼𝜏∼𝜋𝜃(𝜏)[(∇𝜃 log 𝜋𝜃(𝜏))2 · 𝑟(𝜏)]

𝔼𝜏∼𝜋𝜃(𝜏)[(∇𝜃 log 𝜋𝜃(𝜏))2]

这啥捏，这其实是 reward 的加权期望。

但其实这个 baseline 挺难算的，所以我们通常不会用这个最优的 baseline。而是去找
一个相对比较好的。

2.3.5. Off-Policy Policy Gradients
之前我们做的都是 on-policy 的。但真实在训练的时候，我们很难做到稍稍改一点 𝜃，就
重新生成一堆新的 𝜏。这样是非常 inefficient 的。

所以现在可能的问题是，我们没有关于 𝜏 ∼ 𝜋𝜃 的数据，但是我们可能有一个其他的
distribution，通过这个 distribution 来 sample 出的数据。也就是 𝜏 ∼ 𝜋。

我们需要使用的一个 trick 叫做 importance sampling：

𝔼𝑥∼𝑝(𝑥)[𝑓(𝑥)] = ∫ 𝑝(𝑥)𝑓(𝑥) d𝑥 = ∫ 𝑞(𝑥)𝑝(𝑥)
𝑞(𝑥)

𝑓(𝑥) d𝑥 = 𝔼𝑥∼𝑞(𝑥)[
𝑝(𝑥)
𝑞(𝑥)

𝑓(𝑥)]

所以说我们的 RL objective 可以改成：

𝒥(𝜃) = 𝔼𝜏∼𝜋(𝜏)[
𝜋𝜃(𝜏)
𝜋(𝜏)

𝑟(𝜏)]
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= 𝔼𝜏∼𝜋(𝜏)
[
[[

𝑝(𝑠1) ∏𝑇
𝑡=1 𝜋𝜃(𝑎𝑡|𝑠𝑡)𝑝(𝑠𝑡+1|𝑠𝑡, 𝑎𝑡)

𝑝(𝑠1) ∏𝑇
𝑡=1 𝜋(𝑎𝑡|𝑠𝑡)𝑝(𝑠𝑡+1|𝑠𝑡, 𝑎𝑡)

𝑟(𝜏)
]
]]

= 𝔼𝑟∼𝜋(𝜏)[𝑟(𝜏) ∏
𝑇

𝑡=1

𝜋𝜃(𝑎𝑡|𝑠𝑡)
𝜋(𝑎𝑡|𝑠𝑡)

]

所以说我们可以推导梯度

∇𝜃𝒥(𝜃) = 𝔼𝜏∼𝜋[𝜋𝜃(𝜏)
𝜋(𝜏)

∇𝜃 log 𝜋𝜃(𝜏)𝑟(𝜏)]

= 𝔼𝑟∼𝜋[(∏
𝑇

𝑡=1

𝜋𝜃(𝑎𝑡 | 𝑠𝑡)
𝜋(𝑎𝑡 | 𝑠𝑡)

)(∑
𝑇

𝑡=1
∇𝜃 log 𝜋𝜃(𝑎𝑡 | 𝑠𝑡))(∑

𝑇

𝑡=1
𝑟(𝑠𝑡, 𝑎𝑡))]

= 𝔼𝑟∼𝜋[∑
𝑇

𝑡=1
∇𝜃 log 𝜋𝜃(𝑎𝑡 | 𝑠𝑡)(∏

𝑡

𝑡′=1

𝜋𝜃(𝑎𝑡′ | 𝑠𝑡′)
𝜋(𝑎𝑡′ | 𝑠𝑡′)

)(∑
𝑇

𝑡′=𝑡
𝑟(𝑠𝑡′ , 𝑎𝑡′)(∏

𝑡′

𝑡″=𝑡

𝜋𝜃(𝑎𝑡″ | 𝑠𝑡″)
𝜋(𝑎𝑡″ | 𝑠𝑡″)

))]

2.4. Actor Critic Methods

2.4.1. General Idea
我们回到式子

∇𝜃𝒥(𝜃) ≈ 1
𝑁

∑
𝑁

𝑖=1
∑
𝑇

𝑡=1
Ψ𝑖,𝑡∇𝜃 log 𝜋𝜃(𝑎𝑖,𝑡 | 𝑠𝑖,𝑡)

我们观察这个 Ψ𝑡（先不考虑 baseline）:

Ψ𝑡 = ∑
𝑇

𝑡=1
𝑟(𝑠𝑡, 𝑎𝑡)

我们发现一件事情，就是他其实是在估计 𝒬𝜋(𝑠𝑡, 𝑎𝑡)。也就是我做了这个 policy，会得到
一个什么样的结果。也就是其实这个和是 𝒬𝜋(𝑠𝑡, 𝑎𝑡) 的一个无偏估计。

于是我们可以尝试 Ψ𝑡 = 𝒬𝜋(𝑠𝑡, 𝑎𝑡)。我的理解是，这样做可以更稳定，从而降低方差。

然后我们考虑 baseline。我们大概这么想，就是某个操作比我现在的效果好，那么 Ψ𝑡 要
大于 0，这样子让他有梯度往下优化。如果比我现在的 𝜋 还要垃圾，那不应该优化。

所以我们考虑 𝑏 = 𝒱𝜋(𝑠𝑡)，于是我们定义：

𝒜𝜋(𝑠𝑡, 𝑎𝑡) = 𝒬𝜋(𝑠𝑡, 𝑎𝑡) − 𝒱𝜋(𝑠𝑡)

也就是做了这个操作，能优化多少。

然后

∇𝜃𝒥(𝜃) ≈ 1
𝑁

∑
𝑁

𝑖=1
∑
𝑇

𝑡=1
𝒜𝜋(𝑠𝑡, 𝑎𝑡)∇𝜃 log 𝜋𝜃(𝑎𝑖,𝑡 | 𝑠𝑖,𝑡)

在 𝒜𝜋(𝑠𝑡, 𝑎𝑡) 无偏的情况下，这东西是无偏的。那我们考虑怎么算这个 𝒜𝜋(𝑠𝑡, 𝑎𝑡)。
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我们考虑

𝒬𝜋(𝑠𝑡, 𝑎𝑡) = 𝑟(𝑠𝑡, 𝑎𝑡) + 𝔼𝑠𝑡+1∼𝑝(𝑠𝑡+1 | 𝑠𝑡,𝑎𝑡)[𝒱
𝜋(𝑠𝑡+1)]

所以说

𝒜𝜋(𝑠𝑡, 𝑎𝑡) = 𝔼𝑠𝑡+1∼𝑝(𝑠𝑡,𝑎𝑡)[𝑟(𝑠𝑡, 𝑎𝑡) + 𝒱𝜋(𝑠𝑡+1) − 𝒱𝜋(𝑠𝑡)]

也就是说 𝑟(𝑠𝑡, 𝑎𝑡) + 𝒱𝜋(𝑠𝑡+1) − 𝒱𝜋(𝑠𝑡) 他其实是对 𝒜𝜋(𝑠𝑡, 𝑎𝑡) 的一个无偏估计。

也就是我们现在的问题来到了怎么搞这个 𝒱𝜋，最直接的方法是大力去做，然后求平均。

当然，更成熟的想法是我们可以训一个模型 𝜙 去预测这个额 𝒱𝜋。我们考虑 loss，一种
直接的方法是：

ℒ(𝜙) = 1
2

∑
𝑁

𝑖=1
∑
𝑇

𝑡=1
‖𝒱̂𝜋

𝜙(𝑠𝑖,𝑡) − ∑
𝑇

𝑡′=𝑡
𝑟(𝑠𝑖,𝑡′ , 𝑎𝑖,𝑡′)‖

2

但是我们考虑有没有更稳定一些的方法，就是我们考虑用 𝑟(𝑠𝑡, 𝑎𝑡) + 𝒱̂𝜋
𝜙(𝑠𝑡+1) 来代替整

个求和，这样其实我们会发现就是要 minimize 𝒜𝜋
𝜙：

ℒ(𝜙) = 1
2

∑
𝑁

𝑖=1
∑
𝑇

𝑡=1
‖𝒱̂𝜋

𝜙(𝑠𝑖,𝑡) − 𝑟(𝑠𝑖,𝑡) − 𝒱̂𝜋
𝜙(𝑠𝑖,𝑡+1)‖

2

2.4.2. Introducing Discount Factors
有时候我们会考虑 𝑇 → ∞ 的情况，我们就为了让 reward 是有穷的，我们会考虑增加
一个 factor。这个其实是比较直觉的，因为现在给你一块钱和以后给你一块钱，肯定选
马上要。

𝑟(𝜏) = ∑
𝑇

𝑡=1
𝛾𝑡−1𝑟(𝑠𝑡, 𝑎𝑡)

那么我们就需要稍稍改一改式子：

𝒜𝜋(𝑠𝑡, 𝑎𝑡) = 𝔼𝑠𝑡+1∼𝑝(𝑠𝑡,𝑎𝑡)[𝑟(𝑠𝑡, 𝑎𝑡) + 𝛾𝒱𝜋(𝑠𝑡+1) − 𝒱𝜋(𝑠𝑡)]

这时候其实我们在估计导数的时候是有点问题的：

∇𝜃𝒥(𝜃) ≈ 1
𝑁

∑
𝑁

𝑖=1
(∑

𝑇

𝑡=1
𝛾𝑡−1𝑟(𝑠𝑖,𝑡, 𝑎𝑖,𝑡))(∑

𝑇

𝑡=1
∇𝜃 log 𝜋𝜃(𝑎𝑡 | 𝑠𝑡))

= 1
𝑁

∑
𝑁

𝑖=1
∑
𝑇

𝑡′=𝑡
𝛾𝑡−1∇𝜃 log 𝜋𝜃(𝑎𝑖,𝑡 | 𝑠𝑖,𝑡)(∑

𝑇

𝑡′=𝑡
𝛾𝑡′−𝑡𝑟(𝑠𝑖,𝑡, 𝑎𝑖,𝑡))

(Thomas, 2014) 专门讨论了这个问题，有空填坑。

2.4.3. Implementation Details
在真正写代码的时候，肯定不能直接用 𝒥(𝜃)，因为否则我们这些求导的计算就白做了。
我们考虑定义一个看似无意义的函数
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𝒥(𝜃) = 1
𝑁

∑
𝑁

𝑖=1
∑
𝑇

𝑡=1
𝒜𝜙(𝑠𝑡, 𝑎𝑡) log 𝜋𝜃(𝑠𝑡, 𝑎𝑡)

因为 𝒜𝜙(𝑠𝑡, 𝑎𝑡) 是和 𝜃 无关的的常数，所以其实这个 ∇𝜃𝒥(𝜃) 就是我们想要的 ∇𝜃𝒥(𝜃)。
也就是说，我们其实是欺骗了自动求导程序去快速的求导。

也就是说我们要训练两个网络 𝜃 和 𝜙，使得

𝜙 = arg min
𝜙

𝔼𝑠𝑡+1∼𝑝(𝑠𝑡,𝑎𝑡)[
1
2
‖𝑟(𝑠𝑡, 𝑎𝑡) + 𝛾𝒱̂𝜙(𝑠𝑡+1) − 𝒱̂𝜙(𝑠𝑡)‖

2
]

𝜃 = arg max
𝜃

𝔼(𝑠𝑡,𝑎𝑡)∼𝜋𝜃
[𝒜𝜙(𝑠𝑡, 𝑎𝑡) log 𝜋𝜃(𝑎𝑡 | 𝑠𝑡)]

2.5. Generalized Advantage Estimation
(Schulman et al., 2015a)

我们考虑

∇𝜃𝒥(𝜃) = 𝔼(𝑠𝑡,𝑎𝑡)∼𝜋𝜃
[Ψ𝑡∇𝜃 log 𝜋𝜃(𝑎𝑡 | 𝑠𝑡)]

其中如果 Ψ𝑡 = 𝒜𝜋𝜃,𝛾(𝑠𝑡, 𝑎𝑡) 的话，是对的。那我们有没有啥其他更好的 Ψ𝑡 是对的呢？
我们考虑把这一类函数 𝒜𝑡 叫做 𝛾-just 的。

首先很显然 𝑟(𝑠𝑡, 𝑎𝑡) + 𝛾𝒱(𝑠𝑡) − 𝑉 (𝑠𝑡+1) 肯定是 𝛾-just 的，因为这玩意儿

2.6. Trust Region Policy Optimization
(Schulman et al., 2015b) / tutorial (Achiam, 2018)

𝜃𝑘+1 = arg max
𝜃

ℒ𝜃𝑘
(𝜃)

s.t. 𝔻̅KL(𝜃𝑘 ‖ 𝜃) ≤ 𝛿

其中

ℒ𝜃𝑘
(𝜃) = 𝔼(𝑠,𝑎)∼𝜋𝜃𝑘

[ 𝜋𝜃(𝑎|𝑠)
𝜋𝜃𝑘

(𝑎|𝑠)
𝒜𝜋𝜃𝑘 (𝑠, 𝑎)]

𝔻̅KL(𝜃𝑘 ‖ 𝜃) = 𝔼𝑠∼𝜋𝜃𝑘
[𝔻KL(𝜋𝜃𝑘

(⋅ | 𝑠) ‖ 𝜋𝜃(⋅ | 𝑠))]

2.6.1. Kullback–Leibler Divergence
学过一遍忘一遍 😅 再记一下千万别忘了。

𝔻KL(𝑝 ‖ 𝑞) 衡量的是，我以为这个 distribution 是 𝑞，但是其实 distribution 是 𝑞，然后
我记录信息时浪费了多少。前面那个是真实分布前面那个是真实分布前面那个是真实分
布啊啊啊啊啊啊啊啊啊啊啊

但是对比了半天发现用 𝔻̅KL(𝜃𝑘 ‖ 𝜃) 还是用 𝔻̅KL(𝜃 ‖ 𝜃𝑘) 没啥区别？我看 deepseek math
那篇文章甚至写反了。受不了了亏我研究了那么久为啥要用 𝔻̅KL(𝜃𝑘 ‖ 𝜃)。讲道理一直感
觉是不是 𝔻̅KL(𝜃 ‖ 𝜃𝑘) 更有道理些？
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所以说

𝔻KL(𝑝 ‖ 𝑞) = ℋ(𝑝, 𝑞) − ℋ(𝑝)
= 𝔼𝑥∼𝑝(𝑥)[− log 𝑞(𝑥)] − 𝔼𝑥∼𝑝(𝑥)[− log 𝑝(𝑥)]

= 𝔼𝑥∼𝑝(𝑥)[log 𝑝(𝑥)
𝑞(𝑥)

]

那为啥说其实是差不多的呢？看到这篇文章我总算是明白了

2.7. Proximal Policy Optimization
PPO Paper (Schulman et al., 2017) / OpenAI Tutorial (Achiam, 2018) / Hugging Face
Tutorial (Simonini & Sanseviero, 2023)

TRPO 这么复杂，主要是因为他的限制和 ℒ 是分开的。文章提出了两种方法将限制加入
到 ℒ 中：PPO-Penalty 和 PPO-Clip。

2.7.1. PPO-Clip
我们对式子略加修改：

𝜃𝑘+1 = arg max
𝜃

𝔼(𝑠,𝑎)∼𝜃𝑘
[min( 𝜋𝜃(𝑎 | 𝑠)

𝜋𝜃𝑘
(𝑎 | 𝑠)

𝒜(𝑠, 𝑎), clip( 𝜋𝜃(𝑎 | 𝑠)
𝜋𝜃𝑘

(𝑎 | 𝑠)
, 1 − 𝜖, 1 + 𝜖)𝒜(𝑠, 𝑎))]

其中

clip(𝑥, 𝑙, 𝑟) =
{{
{
{{𝑙 if 𝑥 < 𝑙

𝑥 if 𝑙 ≤ 𝑥 ≤ 𝑟
𝑟 if 𝑥 > 𝑟

大概感性理解是这样的，正常情况下的 𝜋𝜃(𝑎 | 𝑠)
𝜋𝜃𝑘

(𝑎 | 𝑠)𝒜(𝑠, 𝑎)，如果我们发现 𝒜 很大，那我们
考虑去增大这个 𝜋𝜃，如果很小，那么我们考虑去减小 𝜋𝜃。但是当 𝜋𝜃(𝑎 | 𝑠)

𝜋𝜃𝑘
(𝑎 | 𝑠)  太大或太小，

意味着可能优化过多了。这时候我们就需要选择把这个权重 clip 掉。继续增大或减小 𝜋𝜃
将不再能够优化 ℒ。

2.7.2. PPO-Penalty
非常直觉的式子：

𝜃𝑘+1 = arg min
𝜃

𝔼(𝑠,𝑎)∼𝜃𝑘
[ 𝜋𝜃(𝑎 | 𝑠)

𝜋𝜃𝑘
(𝑎 | 𝑠)

𝒜(𝑠, 𝑎) − 𝛽 · 𝔻̅KL(𝜃𝑘 ‖ 𝜃)]

但是捏，这样做肯定是不好的。因为你肯定是要优化前面那部分的嘛。那咋搞呢，就是
我们考虑让 𝛽 动起来。就是我们跑一段时间，就去康康这个

𝑑 = 𝔼̂𝑡[𝔻̅KL(𝜃𝑘 ‖ 𝜃)]

直觉上就是这玩意儿如果大了，就说明太远了，那我们得稍微调高一下 𝛽；否则的话，我
们需要做更细致的优化，那么我们得把 𝛽 搞低。
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所以说我们可以定一个阈值 𝑑targ

𝛽 ←

{{
{{
{{
{𝛽

2 if 𝑑 < 𝑑targ
1.5

𝛽 if 𝑑targ
1.5 ≤ 𝑑 ≤ 𝑑targ × 1.5

2𝛽 if 𝑑 > 𝑑targ × 1.5

2.7.3. Learning to summarize from human feedback
(Ouyang et al., 2022a) / demo

TL;DR Dataset (Völske et al., 2017): 一个 summarize 任务，主要是要对 reddit 的
summarize。

Reward model: 𝑟𝜙(𝑥, 𝑦) 只对最终的结果给 reward。所以说其实 𝛾 就没啥意义了，我
们直接大力 𝛾 = 1。Reward model 的数据是一大堆 preference data ⟨𝑥, 𝑦0, 𝑦1⟩，其中
𝑦0 更被喜欢。

ℒ(𝜙) = −𝔼(𝑥,𝑦0,𝑦1)∼𝒟[log 𝜎(𝑟𝜙(𝑥, 𝑦0) − 𝑟𝜙(𝑥, 𝑦1))]

最终我们训练模型的时候，是用 PPO-Penalty，也就是

𝑅(𝑥, 𝑦) = 𝑟(𝑥, 𝑦) − 𝛽 log 𝜋𝜃(𝑦 | 𝑥)
𝜋ref(𝑦 | 𝑥)

然后我们就发现为啥这个 𝔼𝑦∼𝜋𝜃
[log 𝜋𝜃(𝑦 | 𝑥)

𝜋ref(𝑦 | 𝑥)] 外面这个期望咋被吞掉了。思考了一下大
概知道为啥了，就是好像两个确实是等价的。因为其实我们有个隐形条件，就是 𝑦 ∼ 𝜋𝜃，
也就是说，其实这个 𝑅 应该是：

𝑅(𝜃) = 𝔼𝑥∼𝒟,𝑦∼𝜋𝜃
[𝑟(𝑥, 𝑦) − 𝛽 log 𝜋𝜃(𝑦 | 𝑥)

𝜋ref(𝑦 | 𝑥)
]

= 𝔼𝑥∼𝒟,𝑦∼𝜋𝜃
[𝑟(𝑥, 𝑦)] − 𝛽 ⋅ 𝔼𝑥∼𝒟[𝔻KL(𝜋𝜃 ‖ 𝜋ref)]

对于这个 reward model，文中没有提及，但是联想到有篇文章叫做 Bradley-Terry
Model (Bradley & Terry, 1952)。这个在 DPO 那篇文章里提了很多。这个 notes 写的
感觉非常好。

𝑛 个球队，每个球队有个 strength 𝛽𝑖，𝑖 跟 𝑗 打的赢率

𝑝𝑖𝑗 = 𝑒𝛽𝑖−𝛽𝑗

1 + 𝑒𝛽𝑖−𝛽𝑗
= 𝑒𝛽𝑖

𝑒𝛽𝑖 + 𝑒𝛽𝑗

但是有时候 (𝑖, 𝑗) 并不是可交换嘟，所以说我们定义

𝑝𝑖𝑗 = 𝑒𝛼+𝛽𝑖−𝛽𝑗

1 + 𝑒𝛼+𝛽𝑖−𝛽𝑗

当然咱这儿没有 𝛼。其实这个 𝑟 预测的就是这个 𝛽 嘛。

2.7.4. InstructGPT
(Ouyang et al., 2022b)
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对于 reward model，他把两个改成了 𝐾 个。就是他直接让排 𝐾 个 𝑦。这样的话

ℒ(𝜙) = − 1
(𝐾

2 )
𝔼(𝑥,𝑦𝑤≻𝑦𝑙)∼𝒟[log 𝜎(𝑟𝜙(𝑥, 𝑦𝑤) − 𝑟𝜙(𝑥, 𝑦𝑙))]

然后 RL 部分，

2.7.5. Implementation
(Engstrom et al., 2019; Huang et al., 2024a; 2024b)

2.8. Direct Preference Optimization
paper (Rafailov et al., 2024) / HF Docs / HF Tutorial

2.8.1. Key Ideas

我的大概猜测是，作者主要有两个 key observation：

1. Preference data 本身可以体现一种 reward function（BT model）
2. 𝜋 可以一一对应到 𝑟，使得这个 𝑟 能够训练出的最优 policy 是 𝜋

整条线大概是 𝜋 ↔ 𝑟 → 𝑝≻ → ℒ。

也就是说，我们其实可以通过调整 𝜋 来保证这个与 𝜋 一一对应的 𝑟 去吻合数据。

具体地，对于我们的 learning objective：

arg max
𝜃

𝔼[]

2.8.2. Paper Details

2.8.3. Other Details
In eq 12,

min
𝜋

𝔼𝑥∼𝒟𝔼𝑦∼𝜋(𝑦 | 𝑥)[log( 𝜋(𝑦 | 𝑥)
𝜋ref(𝑦 | 𝑥)

) − 1
𝛽

𝑟(𝑥, 𝑦)]

= min
𝜋

𝔼𝑥∼𝒟𝔼𝑦∼𝜋(𝑦 | 𝑥)
[
[[log

(
(( 𝜋(𝑦 | 𝑥)

𝜋ref(𝑦 | 𝑥) exp( 1
𝛽𝑟(𝑥, 𝑦)))

))
]
]]
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= min
𝜋

𝔼𝑥∼𝒟𝔼𝑦∼𝜋(𝑦 | 𝑥)
[
[[log

(
(( 𝜋(𝑦 | 𝑥)

1
𝑍(𝑥)𝜋ref(𝑦 | 𝑥) exp( 1

𝛽𝑟(𝑥, 𝑦)))
)) − log 𝑍(𝑥)

]
]]

While

𝑍(𝑥) = ∑
𝑦

𝜋ref(𝑦 | 𝑥) exp(1
𝛽

𝑟(𝑥, 𝑦))

比较有意思的点是，他把外面的 1
𝛽𝑟(𝑥, 𝑦) 强行塞进了 log 里面来构造一个新的 policy：

𝜋∗(𝑦 | 𝑥) = 1
𝑍(𝑥)

𝜋ref(𝑦 | 𝑥) exp(1
𝛽

𝑟(𝑥, 𝑦))

酱紫的话，里面的 log( 𝜋(𝑦 | 𝑥)
𝜋∗(𝑦 | 𝑥)) 就构成了一个新的 𝔻KL

𝔼𝑥∼𝒟𝔼𝑦∼𝜋(𝑦 | 𝑥)[log( 𝜋(𝑦 | 𝑥)
𝜋∗(𝑦 | 𝑥)

)] = 𝔻KL(𝜋 ‖ 𝜋∗)

2.9. Reward Hacking
https://lilianweng.github.io/posts/2024-11-28-reward-hacking/

2.10. Group Relative Policy Optimization
(Shao et al., 2024)

𝒥(𝜃) = 𝔼𝑥∼𝒟,{𝑦𝑖}
𝐺
𝑖=1∼𝜋𝜃old[

[[
1
𝐺

∑
𝐺

𝑖=1

1
‖𝑦𝑖‖

∑
‖𝑦𝑖‖

𝑡=1
(𝑓(

𝜋𝜃(𝑦𝑖,𝑡 | 𝑞, 𝑦𝑖,1…𝑡)
𝜋𝜃old

(𝑦𝑖,𝑡 | 𝑞, 𝑦𝑖,1…𝑡)
, 𝒜𝑖,𝑡) − 𝛽 · 𝔻KL(𝜋𝜃 ‖ 𝜋ref))

]
]]

其中

𝑓(𝑤, 𝒜𝑖,𝑡) = min{𝑤𝒜𝑖,𝑡, clip(𝑤, 1 − 𝜀, 1 + 𝜀)𝒜𝑖,𝑡}

𝒜𝑖,𝑡 =
𝑟𝑖,𝑡 − ̅𝑟

𝜎𝑟

欸为啥看着这么像 offline learning 捏。冷静分析发现他式子里居然有 𝜋𝜃old
 和 𝜋ref 两个

东西。所以他其实是

𝜃new ← 𝜃old − 𝜂∇𝜃𝒥(𝜃, 𝜃old)

酱紫一个 update。而初始模型是 𝜃ref。这俩确实应该是不一样的。

欸那为啥就他要这么写呢？所以他好像想 fix 两个事情：

1. 𝜃old → 𝜃new 也就是单步不要变太多，这个用 clip 维护
2. 𝜃ref → 𝜃new 也就是全局不要变太多，这个用 KL 维护

我超那这个 clip 的效果和直接修改学习率会有啥影响吗？其实有点没想明白 qaq 我大概
毛猜猜好像是确实 clip 会好一点，就是因为他对微小的变化察觉好像确实会明显一点。
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因为调 learning rate 的话，你这个小的梯度一乘好像确实就丢了。但其实他现在就是
对大的变化做了个 clip，所以细微的差异还是会进行一定修改的。

当然这个式子是 process supervision 的，如果是 outcome supervision，那就方便多
了：

𝒥(𝜃) = 𝔼𝑥∼𝒟,{𝑦}𝐺
𝑖=1∼𝜋𝜃old

[ 1
𝐺

∑
𝐺

𝑖=1
𝑓( 𝜋𝜃(𝑦𝑖 | 𝑥)

𝜋𝜃old
(𝑦𝑖 | 𝑥)

, 𝒜(𝑥, 𝑦𝑖)) − 𝛽 · 𝔻KL(𝜋𝜃 ‖ 𝜋ref)]

其中

𝒜(𝑥, 𝑦) = 𝑟(𝑥, 𝑦) − ̅𝑟
𝜎𝑟

2.10.1. DeepSeek R1
(Guo et al., 2025)

2.10.2. GRPO with Binary Rewards
(Mroueh, 2025) 从 Binary Rewards 理解 GRPO。也就是说 𝑟(𝑦) ∈ {0, 1}。

他的结论大概是说，对于 GRPO，他会根据模型整体回答的好坏来决定应该去鼓励好的
回答，还是批评错误的答案。

不过其实有点没咋搞懂的是，他是直接把 𝒜(𝑥, 𝑦) 看成是

𝒜(𝑥, 𝑦) =
𝑟(𝑥, 𝑦) − 𝔼𝑦∼𝜋𝜃old

[𝑟(𝑥, 𝑦)]

√Var𝑦∼𝜋𝜃old
(𝑟(𝑥, 𝑦))

酱紫了，但是其实他除的这个东西本来是个随机变量，他直接当成一个常数看了，不太
清楚这样子可不可以的。

但是确实感性上还是有一定道理的，就如果变成这样的话，假设 𝑟(𝑥, 𝑦) ∼ Bernoulli(𝑝)，
我们就可以方便的带进去得到

𝒜(𝑥, 𝑦) = 𝑟(𝑥, 𝑦) − 𝑝
√𝑝 · (1 − 𝑝)

=
{{
{
{{√1−𝑝

𝑝 if correct

−√ 𝑝
1−𝑝 if incorrect

辣么

𝑓(□, 𝑦) = min{□ · 𝒜(𝑦), clip(□, 1 − 𝜀, 1 + 𝜀) · 𝒜(𝑦)}

=
{{
{
{{min{□, 1 + 𝜀}√1−𝑝

𝑝 if correct

− max{□, 1 − 𝜀}√ 𝑝
1−𝑝 if incorrect

所以说
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𝔼𝑦∼𝜋𝜃old
[𝑓(□, 𝑦)] = 𝔼𝑦∼𝜋𝜃old

[
[
[

{{
{
{{min{□, 1 + 𝜀}√1−𝑝

𝑝 if correct

− max{□, 1 − 𝜀}√ 𝑝
1−𝑝 if incorrect

]
]
]

= 𝔼𝑦∼𝜋𝜃old
[min{ 𝜋𝜃(𝑦 | 𝑥)

𝜋𝜃old
(𝑦 | 𝑥)

, 1 + 𝜀} ⋅ 𝟙𝑦 is correct]√1 − 𝑝
𝑝

−𝔼𝑦∼𝜋𝜃old
[max{ 𝜋𝜃(𝑦 | 𝑥)

𝜋𝜃old
(𝑦 | 𝑥)

, 1 − 𝜀} ⋅ 𝟙𝑦 is incorrect]√
𝑝

1 − 𝑝

所以说，如果这个 𝑝 比较小，这个问题模型很难回答，那么 𝑦 is correct 这边的影响比
较大。也就是说，GRPO 会更“乐观”，就是更倾向于去表扬对的做法，而更少地去批评错
误做法。如果 𝑝 很大，也就是模型很容易回答，那 𝑦 is incorrect 的影响就会更大些，这
时候 GRPO 就会更加“严苛”，去批评那些做的不好的回答。

原文好像又往下推了一点下去，其实没理解是要干啥，我觉得前面的式子已经足够证明
他想要说的结论了

𝔼𝑦∼𝜋𝜃old
[𝑓(□, 𝑦)] = 𝔼𝑦∼𝜋𝜃old

[ 𝜋𝜃(𝑦 | 𝑥)
𝜋𝜃old

(𝑦 | 𝑥)
⋅ 𝟙𝑦 is correct ∧𝜋𝜃(𝑦 | 𝑥)<😊]√1 − 𝑝

𝑝

+(1 + 𝜀) · 𝔼𝑦∼𝜋𝜃old
[𝟙𝑦 is correct ∧𝜋𝜃(𝑦 | 𝑥)≥😊]√1 − 𝑝

𝑝

−𝔼𝑦∼𝜋𝜃old
[ 𝜋𝜃(𝑦 | 𝑥)

𝜋𝜃old
(𝑦 | 𝑥)

⋅ 𝟙𝑦 is incorrect ∧𝜋𝜃(𝑦 | 𝑥)>👿]√
𝑝

1 − 𝑝

−(1 − 𝜀) · 𝔼𝑦∼𝜋𝜃old
[𝟙𝑦 is incorrect ∧𝜋𝜃(𝑦 | 𝑥)≤👿]√

𝑝
1 − 𝑝

其中 ⟨👿,😊⟩ = ⟨(1 − 𝜀) · 𝜋𝜃old
(𝑦 | 𝑥), (1 + 𝜀) · 𝜋𝜃old

(𝑦 | 𝑥)⟩

2.10.3. Reinforcement Learning from Verifiable Rewards
Tülu 3 (Lambert et al., 2024)

2.11. Paper Reading
一些读了但是没有归类的论文

2.11.1. A Comparative Study of Foundation Model Post-training
(Chu et al., 2025)
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